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9.1 Conversion degré/minute/centième . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 11
9.2 Volume d’un cylindre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1 Introduction

Les règles à calcul ont été les précieux auxiliaires des ingénieurs, architectes et
techniciens depuis le XIXe siècle jusqu’aux années 1970. Surpassées depuis par les
calculatrices électroniques de poche, elles permettent de réaliser rapidement de nom-
breux calculs, comme les multiplications ou les divisions,les élévations au carré, au
cube, les extractions de racine carrés ou cubiques, les calculs de proportionnalité, les
calculs trigonométriques, etc.

FIGURE 1 – Règle à calculGraphoplex de type “Polyphase”.

Dans ce texte nous nous proposons d’étudier en détail les principes de fonction-
nement d’une règle à calcul classique (type “Mannheim” ou“Polyphase” et leurs dé-
rivées), grâce à l’analyse des relations mathématiques sous-jacentes ; ainsi que des ex-
emples d’applications numériques. Le niveau mathématique requis pour lire cet article
est celui du lycée.

2 Principe mathématique

Toutes les règles à calcul se basent sur l’utilisation deslogarithmes. Le logarithme
est une fonction mathématique fort pratique permettant detransformer une multiplica-
tion en addition :

log(a× b) = log(a) + log(b)

Le logarithme duproduit est lasomme des logarithmes. On transforme donc une
multiplication, assez complexe à réaliser, en addition,beaucoup plus aisée : il est en
effet facile d’additionner deux valeurs en juxtaposant deux longueurs physiques. Ainsi,
pour multipliera et b, on additionne leurs logarithmes. La valeurc dont le logarithme
est égal à cette somme est donc égal au produit dea et deb.
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De la même façon, pour diviser deux nombres, on part de l’égalité :

log(a/b) = log(a)− log(b)

On transforme donc une division par une soustraction.
On se sert du même principe pour le calcul manuel, mais en s’aidant de tables

numériques.

3 Multiplications

3.1 Principe

Prenons une échelle logarithmique, dont chaque graduationa se situe à une longueur
la = log(a) de l’origine1 (figure 2).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9

a

la = log(a)

FIGURE 2 – Échelle logarithmique.

Cette échelle logarithmique à la propriété remarquable qu’il suffit d’avancer sur
cette échelle d’une certaine longueurk à partir de tout nombrea pour trouver le produit
de ce nombrea park′ (k = log(k′)) (figure 3).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9

a1

k

a1 × k′ a2

k

a2 × k′

FIGURE 3 – Ajout d’une distance pour multiplier.

Pour multiplier deux valeursa et b, on utilise deux échelles logarithmiques C et D.
La longueurla sur D entre la graduation1 et la graduation correspondant au nombrea,
est telle quela = log(a). De même, la graduation deb sur C nous donne la longueur
lb = log(b). Ainsi, la longueurlc = la + lb est le logarithme dec = a× b.

Plus précisément, on dispose les deux échelles C et D côte à côte, et on les décale
d’une longueurla en faisant coı̈ncider la base de l’échelle C (le1) avec la graduation de
a sur l’échelle D. Ensuite, on reporte la longueurlb à la suite dela (c’est à dire à partir
de la base de l’échelle C), en lisant la graduation sur l’échelle C correspondante à la
valeurb. La longueurlc, partant de la base de l’échelle D jusqu’à cette graduation, vaut
lc = la + lb. On peut ainsi lire directement sur l’échelle D le produita× b (figure 4).

3.2 C et D ?

Les règles à calcul suivent le premier modèle mis au pointpar Amédée Mannheim,
officier d’artillerie de Napoléon, qui avait numéroté les quatre échelles de sa règle par

3



1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 41,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

ala

b

lb

lc = la + lb

a × b

FIGURE 4 – Multiplication dea parb.

les quatre premières lettres de l’alphabet : A, B, C et D (figure 5). Les deux échelles
logarithmiques, étant disposées le plus en bas, portent ainsi les lettres C et D. Les
échelles B et C coulissent sur une règle par rapport à A et D. (Nous verrons plus loin
l’utilisation des échelles A et B). L’usage en est resté, même si parfois on rencontre
d’autres symboles (notamment en France !)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90100B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90100A A

FIGURE 5 – Disposition des échelles A, B, C, D.

3.3 Exemple

Pour prendre un exemple, multiplions3, 1 par1, 7 (figure 6). On coulisse l’échelle
C pour placer sa base (la graduation1) en regard de la graduation3, 1 de D. Ensuite, on
aligne le curseur (ligne rouge) sur la graduation1, 7 de C. Le produit se lit directement
sur D, c’est5, 27.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 31,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

3, 1

1, 7

3, 1 × 1, 7 = 5, 27

FIGURE 6 – Multiplication de3, 1 par1, 7.

3.4 Produit hors-intervalle

Il peut arriver que le produit de deux nombres compris entre1 et 10 dépasse
10. L’échelle logarithmique n’étant généralement graduée que de1 à 10, comment
procéder? Dans ce cas, on ne calcule pas directement le produit a × b maisa× b/10,
qui, lui, sera compris dans l’intervalle[1..10]. Or, diviserb par10 revient, sur l’échelle,
à tout décaler vers la gauche de la longueurl10 (longueur correspondante à l’inter-
valle entre les graduations1 et10). C’est une propriété des logarithmes :log(b/10) =
log(b)− log(10) = log(b)− 1.
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Techniquement, cela revient à aligner non plus le1 de l’échelle C mais l’extrémité
opposée (le10), sur la graduation correspondante àa sur D. Le produit (divisé par10)
se retrouve là aussi en regard de la graduation correspondante àb sur D (figure 7).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

2 3 4 5 6 7 8 9 101,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9 C

ala

b l10 − lblc = la − l10 + lb

a × b/10

FIGURE 7 – Produit hors-intervalle.

3.5 Mantisses et exposants

Lorsqu’une valeur n’est pas dans l’intervalle[1..10], on ne travaille qu’avec la man-
tisse du nombre, sans prendre en compte l’exposant.

Une propriété des puissances intervient, celle qui revient à transformer un produit
de puissances en puissance de somme. En effet,

xa × xb = xa+b

donc sia = am×10ae etb = bm×10be, le produit vauta×b = am×bm×10ae+be . La
mantisse du produit est donc le produit des mantisses, calcul effectué avec des nombres
dans l’intervalle[1..10], et l’exposant du produit est la somme des exposants. Il suffit
ensuite d’ajuster l’exposant du résultat à la notation d´esirée (scientifique ou ingénieur).

Par exemple, pour effectuer le produit de1370 (1, 37×103) par0, 121 (1, 2×10−1),
faire le produit1, 37× 1, 21 ≈ 1, 66. Ensuite, l’addition des exposants (3+ (−1) = 2)
nous donne l’exposant du résultat, soit1, 66× 102, c’est à dire166.

4 Divisions

4.1 Premìere méthode

On utilise les mêmes échelles que pour la multiplication,mais de façon différente.
Il faut déterminer icic′ = a′/b′, qui s’écrit égalementc′ × b′ = a′. Cela revient donc à
chercher quel est le termec′ qui, multiplié par un facteurb′, donnea′. On utilise ainsi
la méthode de la multiplication, en utilisanta poura′/b′, b pourb′, et c = a × b pour
a′.

On place donc la graduation pourb′ sur l’échelle C en regard de la graduation pour
a′ sur l’échelle D. Le quotient se lit sur l’échelle D et correspond à la base de l’échelle
C, c’est à dire la graduation1. (figure 8).

À l’inverse du cas de la multiplication, où le produit peut dépasser10, ici le quo-
tient peut être inférieur à1. Dans ce cas, utiliser la graduation10, et diviser ensuite le
quotient par10.

Pour calculer le quotient3, 95 par 830, placer la graduation8, 3 de l’échelle C
alignée sur la graduation3, 95 de l’échelle D. On se retrouve dans le cas exprimé ci-
dessus où le quotient est inférieur à1, il faut donc lire, sur l’échelle D, le résultat,0, 475,
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 31,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

a′la′

b′lb′lc′ = la′ − lb′

a′/b′

FIGURE 8 – Division, première méthode.

aligné sous le10 de l’échelle C. En ajustant les exposants par une méthode identique à
celle de la multiplication, on obtient donc3, 95/830 ≈ 4, 75.10−3 (figure 9).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

2 3 4 5 6 7 8 9 101,9 C

3, 95

8, 3

3, 95/8, 3 ≈ 4, 75/10

FIGURE 9 – Division de3, 95 par830.

4.2 Seconde ḿethode

On utilise une seconde échelle CI inversée par rapport à C(CI ≡ C Inversée, en
rouge sur la fig. 10). La base de l’échelle CI (graduation1 à droite) s’aligne ici sur
la graduation de D correspondant au dividendea′. On repère en remontant vers la
gauche (donc en retranchant dela la longueurlb) la graduation sur D correspondant à
la graduation du diviseurb′ sur CI, qui donne directement le quotientc′ = a′/b′.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1234567 1,11,21,31,41,51,61,71,81,9 CI

a′la′

b′ lb′lc′ = la′ − lb′

a′/b′

FIGURE 10 – Division, seconde méthode.

Si le résultat de la division n’est pas dans l’intervalle[1..10], aligner l’extrémité
gauche (graduation10) de CI, calculer le quotient×10 et diviser le résultat par10.

La figure 11 explicite le calcul de2, 14/7, 65.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

2345678910 1CI

2, 14

7, 65

2, 14/7, 65 ≈ 2, 80/10

FIGURE 11 – Division de2, 14 par7, 65.

L’intérêt de cette méthode, apparemment plus complexe car nécessitant une nou-
velle échelle CI, apparaı̂t clairement dans la section 5.
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4.3 Inverse

L’utilisation des échelles C et CI permet de calculer directement l’inverse1/a d’un
nombrea.

En effet,log(1/a) = − log(a), et log(10× 1/a) = log(10)− log(a), d’où :

log(10× 1/a) = 1− log(a)

La figure 12 explicite le calcul.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C C

12345678910 1,11,21,31,41,51,61,71,81,9CI CI

a

10 × 1

a
1 − log(a) = log(10 × 1

a
)

log(a)

FIGURE 12 – Calcul de1/a.

Il est aisé, comme pour la multiplication, de calculer l’inverse d’un nombre hors de
l’intervalle [1..10] en écrivant le nombre sous forme scientifique et en remarquant que
1/10b = 10−b.

5 Multiplications et divisions en châıne

5.1 Méthode ǵenérale

Pour effectuer des opérations en chaı̂ne, comme un quotient de produits tel que :

a1 × a2 × a3
b1 × b2

il est possible de calculer le produita = a1 × a2 × a3, noter le résultata, puis calculer
b = b1 × b2, noter le résultatb, puis enfin le quotientc = a/b. Mais cela nécessite de
noter deux résultats intermédiaires.

Il existe une méthode beaucoup plus simple permettant de nerien noter. Si l’on
utilise la seconde méthode pour diviser, le résultat de ladivision se retrouve sur l’échelle
D, donc prête à être réutilisée pour un calcul suivant.En alternant donc les multiplica-
tions et les divisions, on utilise le résultat intermédiaire précédent comme base pour le
nouveau calcul.

La méthode est la suivante :
– Calculera1/b1,
– Multiplier le résultat obtenu para2,
– Diviser parb2,
– Multiplier enfin para3, ce qui donne le résultat final.

La première opérande du calculn+1 est en effet dans tous les cas le résultat du calcul
n. Il n’y a aucun résultat intermédiaire à noter.

Par exemple, calculons
7, 1× 0, 51× 22800

0, 25× 61, 5
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Seulement quatre déplacements d’échelle suffisent pour obtenir le résultat.
Calculer7, 1/0, 25 ≈ 28, 4 (figure 13).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

12345678 1,11,21,31,41,51,61,71,81,9 CI
2 3 4 5 6 7 8 9 101,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9 C

7, 1

0, 25

7, 1/0, 25 ≈ 28, 4

FIGURE 13 – Calculs en chaı̂ne, première étape.

Aligner le10 de l’échelle de multiplication C sur le résultat qui vientd’être obtenu,
28, 4. La multiplication par0, 51 donne le résultat14, 5 (figure 14).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

123 1,11,21,31,41,51,61,71,81,9 CI
4 5 6 7 8 9 10C

28, 4

0, 51

28, 4 × 0, 51 ≈ 14, 5

FIGURE 14 – Calculs en chaı̂ne, deuxième étape.

Aligner le 10 de l’échelle de division CI sur le résultat. La division de14, 5 par
61, 5 donne0, 236 (figure 15).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

2345678910 1,1,41,51,61,71,81,9CI
1 2 3 4 5 6 71,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

14, 5

61, 5

14, 5/61, 5 ≈ 0, 236

FIGURE 15 – Calculs en chaı̂ne, troisième étape.

Enfin aligner le1 de l’échelle de multiplication C sur le résultat, et multiplier par
22800 ce qui donne comme résultat5380 (figure 16).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

345678910CI
1 2 3 41,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

0, 236

22800

0, 236 × 22800 ≈ 5380

FIGURE 16 – Calculs en chaı̂ne, quatrième et dernière étape.

Le résultat exact vaut5369, 678.., ce qui donne une erreur d’environ0, 2%.
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5.2 Calcul de 3 facteurs

Il existe une méthode pour multiplier 3 facteursa× b× c avec un seul déplacement
de règle.

En effet, en utilisant l’échelle inversée CI, il est possible de multiplier deux nombres
a etb en les alignants. Le produita×b est alors donné sur l’échelle de base D par l’index
1 de CI. Ce produit intermédiaire peut alors facilement servir de premier terme à une
multiplication classique, en utilisantc comme second terme. La graduation dec sur C
indique alors directement le produita× b× c sur D (figure 17).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 61,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

2345678910 1,51,61,71,81,9CI

a

ba × b/10

c

a × b × c/10

l10 − lala + lb − l10

lb

lc

la + lb + lc − l10

FIGURE 17 – Multiplication de 3 facteursa× b× c.

6 Proportionnalit és & conversions

Il est fréquent de devoir appliquer une règle de trois, pour convertir une unité (des
pouces en millimètres ou des nœuds en km/h par exemple) ou bien appliquer une rela-
tion de proportionnalité (combien pèse3, 73 litres d’un produit sachant que1, 27 litres
pèse0, 965 kilogrammes). Ce calcul revient à déterminera1 avec

a1
b1

=
a2
b2

connaissanta2/b2 ainsi queb1. On remarque aisément que cette proportionnalité peut
s’écrirea1/a2 = b1/b2, soit donclog(a1/a2) = log(b1/b2). Or log(x/y) = log(x) −
log(y), l’égalité précédente peut s’écrirelog(a1)−log(a2) = log(b1)−log(b2). Posons
la = log(a1) − log(a2) et lb = log(b1) − log(b2). On remarquera (figure 18) qu’en
alignant les facteursa2 etb2 sur respectivement les échelles D et C,a1 sera directement
lue sur l’échelle D en regard deb1 sur C.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 51,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

a2

b2

a1

b1

la

lb

FIGURE 18 – Calcul de proportionnalité

Autrement dit, la distance deb1 à b2 sur l’échelle C est identique à la distance de
a1 àa2 sur D. Une fois les échelles mise en rapport, on peut convertir autant de valeurs
que l’on désire sans modifier les réglages de la règle.
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Lors d’une conversion de valeur hors-intervalle, décalerl’échelle C d’une longueur
l10 vers la gauche pour ramener l’index10 à la place de l’index1, sans oublier d’ajuster
le résultat trouvé d’un facteur10.

La figure 19 donne un exemple de conversion avec un ratio de1, 74/2, 44.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 6 7 81,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

1, 74

2, 44

2, 64

2, 64 × 2, 44/1, 74 ≈ 3, 70

FIGURE 19 –3, 70 est à2, 64 ce que2, 44 est à1, 74.

7 Carr és & racines carŕes

7.1 Carrés

On utilise une échelle, appelée A, graduée selon le logarithme de la racine. La
longueurl depuis l’origine, d’une graduationa, est donnée par :

l = log(
√
a)

Pour calculer le carré d’un nombrea, on reportea sur l’échelle logarithmique D.
La valeurb lue en regard sur l’échelle A vaut ce carré :b = a2. En effet,la = lb, or
la = log(a) et lb = log(

√
b), donclog(a) = log(

√
b) d’où il vient b = a2 (figure 20).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90100A A

a

b = a2

la = log(a)

lb = log(
√

b)

FIGURE 20 – Calcul de carré.

Pour calculer le carré d’un nombre hors intervalle[1..10], en écrivant ce nombre
sous forme scientifiquea = am.10ae, il vient a2 = a2m.10ae2, soit encorea2 =
a2m.102.ae. La mantisse du carré est donc le carré de la mantisse, et l’exposant du carré
est le double de l’exposant. Voir l’exemple de0, 3882 sur la figure 21.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90100A A

0, 388 = 3, 88 × 10−1

0, 3882 ≈ 15, 05 × 10−2 = 0, 1505

FIGURE 21 – Calcul du carré de0, 388.
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7.2 Racines carŕes

Pour extraire la racine carrée d’un nombre, on pourrait croire qu’il suffit d’effectuer
l’opération inverse. Le problème étant que l’échelle Acompte deux intervalles, respec-
tivement[1..10] et [10..100]. Lequel utiliser pour calculer la racine d’un nombre hors
intervalle ?

Pour cela, il faut écrire le nombrea dont on veut calculer la racine sous forme
a = am.102.ae , avecam compris dans l’intervalle[1..100] et ae entier. La racine dea
vaut donc : √

a =
√

am.102.ae

d’où √
a =

√
am.10ae

Pour calculer la racine de778312, écrire 778312 = 77, 8312 × 104, calculer√
77, 8 ≈ 8, 82, on obtient donc

√
778312 ≈ 8, 82× 102 = 882.

8 Cubes & racines cubiques

La méthode repose sur le même principe que le calcul des carrés et des racines
carrés. L’échelle utilisée ici, K, est graduée selon :

l = log( 3
√
a)

Pour calculer la racine cubique, écrire le nombrea dont on veut calculer la racine
sous formea = am.103.ae , avecam dans l’intervalle[1..1000] etae entier. La suite du
calcul est immédiate.

9 Calculs usuels

9.1 Conversion degŕe/minute/centìeme

On trouve, sur les échelles C et D de la majeure partie des règles, un certain nombre
de constantes :ρ′, ρ′′ et ρ′′ (figure 22). Ces constantes autorisent, en alignant la base
d’une échelle sur l’un deux, d’effectuer des conversions d’angles exprimés en min-
utes ou secondes (sexagésimales ou centésimales) vers des angles exprimés en radians
(longueur d’arc), ou inversement.

– ρ′ = 360×60
2π ≈ 3437, 747, conversion d’un angle exprimé en minutes,

– ρ′′ = 60 × ρ′ ≈ 206265, conversion d’un angle exprimé en secondes sexagési-
males,

– ρ′′ = 100 × ρ′ ≈ 636619, conversion d’un angle exprimé en secondes centési-
males.

11



1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

ρ′ρ′′ ρ′′C

FIGURE 22 – Constantes de conversion usuelles.

9.2 Volume d’un cylindre

La constante

C =

√

4

π
≈ 1, 128379

permet le calcul du volumeV d’un cylindre de diamètred et de hauteurh :

V =
πd2

4
× h

équation qui peut aussi s’écrire sous la forme :

√
V =

d

C
×
√
h

Amener la marque de la constanteC sur C en regard ded sur D. Amener le curseur surh
sur l’échelle B, lire directement le volumeV sur A. La figure 23 explicite visuellement
le calcul réalisé.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D

1 2 3 4 5 61,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90100A A

C

dlog(d)

log(d/C) log(
√

h)

log(d/C.
√

h) = log(
√

V )

h

V

FIGURE 23 – Calcul du volume d’un cylindre.

9.3 Calcul à un facteur π pr ès

Sur certaines règles on retrouve des échelles CF, DF, voire CIF. Ces échelles sont
identiques à respectivement C, D et CI, mais décalées d’un facteurπ, donc décalé d’une
longueurlπ = log(π) ≈ 0, 497 vers la droite. Ces échelles permettent d’effectuer tous
les calculs classiques, à un facteurπ près. Pour calculerπ × 2, 3 × 1, 7 par exemple,
placer l’origine de C en face de2, 3 sur D, lire le résultat sur DF :12, 28.

Sans utiliser les échelles décalées, la constanteπ placée sur les échelles A, B, C
et D permet d’effectuer aisément ces conversions. La méthode de la multiplication à 3
facteurs (§5.2) peut-être utilisée dans ce cas.
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10 Trigonométrie

L’échelle S (figure 24), graduée selon la fonctionl = log(10. sin(α)), permet de
calculer le sinus d’un angle de5, 74˚ à 90˚ (sin(5, 74˚) ≈ 0, 1, sin(90˚) = 1, soit
l’intervalle de l’échelle logarithmique C à un facteur10 près).

Pour calculer le sinus d’un angle, il suffit de lire directement sur l’échelle loga-
rithmique la valeur et de diviser par10. Pour calculer l’angle dont on connait le sinus,
procéder de même en intervertissant le rôle des deux échelles.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C C

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 25 30 35 40 45 50 60 70 80S S

10. sin(α)

αlog(10. sin(α))

FIGURE 24 – Echelle des sinus de5, 7˚ à90˚.

Le calcul de la tangente et de son inverse se fait selon le même principe sur une
échelle T, graduée selon la fonctionl = log(10. tan(α)) (figure 25).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C C

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 25 30 35 40 45T T

10. tan(α)

αlog(10. tan(α))

FIGURE 25 – Echelle des tangentes de5, 7˚ à45˚.

Pour le calcul du sinus ou de la tangente d’un angle compris entre 0, 573˚ et 5, 7˚
(sin(0, 573˚) ≈ tan(0, 573˚) ≈ 0, 01), on utilise une échelle ST unique (figure 26),
graduée selon la fonctionl = log(100.(sin(α) + tan(α))/2). En effet, pour les petits
angles, le sinus et la tangente de l’angle sont assez proches. L’erreurǫ entre le sinus et
la tangente pour un angleα, donné par la formule :

ǫ = 2.
tan(α)− sin(α)

tan(α) + sin(α)

vaut0, 496% pourα = 5, 7˚ ; et seulement0, 005% pourα = 0, 57˚. L’erreur est du
même ordre de grandeur que l’erreur de lecture, sans doute inférieure dans bien des
cas, donc négligeable.

Enfin, pour les angles inférieurs à0, 573˚, le sinus et la tangente d’un angle sont
approximés directement par la valeur de l’arc (l’angle exprimé en radians). L’erreur
entre la valeur de l’arc et le sinus pour un angleα, donné par la formule :

ǫ =
α− sin(α)

α

vaut0, 0016% pourα = 0, 57˚, erreur négligeable en rapport à la précision générale.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C C

1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5ST ST

100. tan(α) ≈ 100. sin(α)

αlog(100. tan(α)) ≈ log(100. sin(α))

FIGURE 26 – Echelle des sinus et tangente de0, 57˚ à5, 7˚.

Le calcul d’un cosinus, du sinus ou de la tangente d’un angle hors de l’intervalle
[0..90˚] se déduit directement du sinus ou de la tangente d’un angle de cet intervalle par
les formules de trigonométrie usuelles :

cos(α) = sin(
π

2
+ α)

sin(−α) = sin(π + α) = − sin(α)

tan(
π

2
+ α) =

−1

tan(α)

tan(−α) = tan(π − α) = − tan(α)

11 Logarithmes, exponentielles, puissances

11.1 Logarithmes d́ecimaux

Le calcul d’un logarithme est immédiat lorsqu’on dispose d’une échelle logarith-
mique. En effet, le logarithme d’un nombrea sur l’échelle D est égal à la mesure de la
distancela : l’échelle L est donc tout simplement linéaire (figure 27).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1L L

a

log(a)

la = log(a)

log(a)

FIGURE 27 – Calcul de logarithme.

Pour calculer les logarithmes de nombres plus grands que10 ou plus petits que1,
on écrita sous la forme :a = am.10ae , donclog(a) = log(am.10ae) = log(am) +
log(10ae), or log(10x) = x, d’où il vient :

log(a) = log(am) + ae

Il suffit donc d’écrire le nombre sous forme scientifique, lelogarithme étant égal à
l’exposantae additionné du logarithme de la mantisseam.
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11.2 Puissances d́ecimales

Pour calculer10a, il faut séparer la partie entièreae (également nommée caracté-
ristique) de la partie décimaleaf (également nommée mantisse) dea : a = ae + af .

Or 10a = 10ae+af peut aussi s’écrire10a = 10ae.10af . Il est facile de calculer
10af grâce à l’échelle linéaire L et l’échelle logarithmique D (figure 28), c’est la man-
tisse de l’écriture du résultat en notation scientifique.10ae est immédiat à calculer et
représente la partie exposant de ladite écriture.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9D D
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1L L

10af

af

log(10af ) = af

af

FIGURE 28 – Calcul de puissance de 10.

Calculons102,472 = 102×100,472. En alignant l’indicateur sur le0, 472 de l’échelle
L on trouve100,472 ≈ 2, 965, d’où102,472 ≈ 2, 965× 102, soit environ296, 5.

11.3 Puissances

L’objectif ici est de calculerc = ab.

Première méthode On calcule le logarithme des deux membres de l’expression :
log(c) = log(ab). Or log(ab) = b. log(a), d’où :

c = 10b. log(a)

La procédure est donc la suivante :
– Calculer le logarithme dea (voir §11.1),
– Multiplier ce logarithme parb,
– Calculer la puissance de10 du produit (voir§11.2).
Cette méthode, quoiqu’indirecte, n’utilise que les échelles C, D et L, et fonctionne

avec tous les nombresa et b (aux ajustements nécessaires près).

Seconde ḿethode On utilise une échelle LL (logarithme du logarithme ou log-log),
graduée selon la fonctionl = log(k. ln(a)). En effet,log(k. ln(ab)) = log(k.b. ln(a)),
d’où :

log(k. ln(ab)) = log(b) + log(k. ln(a))

On reporte le nombrea sur l’échelle LL qui donne une longueurla, à laquelle on ajoute
la distancelb deb sur l’échelle log simple C. La valeurc inscrite sur l’échelle LL est le
résultat de l’élévation dea à la puissanceb : ab (figure 29).

Les échelles LL ne sont pas relatives mais absolues, car graduées selon le log-
arithme d’un logarithme, la règlelog(10.a) = 1 + log(a) ne s’applique donc plus.
Il faut donc utiliser plusieurs échelles en fonction de l’intervalle désiré. Les échelles
usuelles sont :
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1 2 31,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 200 500 1000 5000 20000LL3 LL3

b

a ab

la = log(k. ln(a)) lb = log(b)

lc = log(k. ln(ab))

FIGURE 29 – Calcul deab.

– LL3 : l3 = log(ln(a)) (intervalle[e..e10]),
– LL2 : l2 = log(10. ln(a)) (intervalle[e0,1..e]),
– LL1 : l1 = log(100. ln(a)) (intervalle[e0,01..e0,1]).

La fin de l’échelle LL1 correspond au début de l’échelle LL2, la fin de LL2 au début
de LL3 (e étant la base des logarithmes népériens).

Pour calculer1, 1474,32 (figure 30), on reporte l’origine de l’échelle C sur la grad-
uation1, 147 de LL2. Le résultat,≈ 1, 808, est directement lisible sur LL2 en face de
la graduation4, 32 de l’échelle C.

1 2 3 4 5 6 7 81,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,81,9C

1,01 1,012 1,014 1,016 1,018 1,02 1,025 1,03 1,035 1,04 1,045 1,051,05 1,06 1,07 1,08 1,09 1,1LL1 LL1

1,12 1,14 1,16 1,18 1,2 1,25 1,3 1,35 1,4 1,45 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 2,2 2,4 2,6LL2 LL2

4, 32

1, 147 1, 1474,32 ≈ 1, 808

FIGURE 30 – Calcul de1, 1474,32.

11.4 Logarithmes ńepérien, exponentielle

On sait queln(a) = ln(10). log(a), donc :

ln(a) ≈ 2, 303. log(a)

Cela revient à déterminer un logarithme décimal que l’onmultiplie par une constante.
Pour calculer une exponentielle sans utiliser d’échelle LL, on utilise la première

méthode de calcul d’une puissance (§ 11.3).log(ea) = a. log(e), on retiendra donc la
constantelog(e) ≈ 0, 434. Il suffira en effet de multipliera avec0, 434, et de lire le
résultat sur l’échelle L, avec les ajustements nécessaires.

11.5 Racines

Pour calculerc = b
√
a, on remarquera queb

√
a = a1/b. On se ramène donc au calcul

d’une puissance, en posant l’exposant égal à l’inverse dela base de la racine.
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